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Bakalářská práce pojednává o posouzení bezpečnosti prostorového rámu při statickém
zatížení. Toto posouzení se demonstrovalo na konkrétním příkladu. Při řešení jsme využili
vlastností  symetrie  rámu.  Neznámé  parametry  se  určovaly  z  deformačních  podmínek  v
průsečíku roviny symetrie  a střednice rámu, kde posuv a dvě  natočení jsou nulová a dále
pomocí  Maxwell  –  Mohrovy varianty Castiglianovy věty pro  určení  deformace rámu.  Při
výpočtu napětí se vycházelo z teorie kombinovaného namáhání prutů, konkrétně z kombinace
ohybu a krutu. U posuzování bezpečnosti rámu se bral ohled na nebezpečná místa vlivem
zlomu a  vetknutí,  kde  dochází  ke  koncentraci  napětí.  Výsledky  analytického  řešení  byly
ověřeny numerickým výpočtem v programu ANSYS 10.0.
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Abstract
This bachelor thesis deals with evaluation of safety factor of a space frame when being
statically loaded. This examination was demonstrated on a particular example. In  order to
solve  the above mentioned,   we exploit  the  frame symmetry.  Unknown parameters  were
identified from deformation conditions in the point of intersection of the symmetry plane and
the frame centreline, where the shift and two turning angles equal zero, and further by means
of  Maxwell-  Mohr  variant  of  Castigliano's  theorem  for  determination  of  the  frame
deformation. The basis for calculations of stresses was represented by the theory of combined
bar  loading,  particularly  combination of  bending and  torsion.  When examining the frame
safety we took into consideration mainly dangerous points possibly occuring through cranks
and fixed supports, where stress concentration occurs. The results of analytical solution were
verified by numerical calculation in program ANSYS 10.0.
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1. Úvod
V praxi se kromě přímých prutových prvků často vyskytují prvky, pro které platí, že
spojnice těžišť příčných průřezů tvoří jednak rovinné, ale i prostorové křivky nebo lomené
úsečky. 
Na rovinné zakřivené nebo lomené pruty působí vnější povrchové zatížením v rovině
prutu. Pokud na tyto působí vnější povrchové zatížení, které je obecné v prostoru, resp. když
osa  prutu  tvoří  prostorovou  křivku,  považujeme  nosník  za  prostorový.  Pruty  se  střednicí
uzavřenou  přímo  (vnitřně)  nebo  prostřednictvím základního  tělesa  (vnějškově)  nazýváme
rámy. Lomené pruty v prostoru nazýváme prostorové rámy.
Rámové konstrukce jsou typické především pro průmyslové obory jako stavebnictví,
automobilový průmysl, ale i zemědělské stroje. 
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2. Prut v pružnosti a pevnosti
Pozn. Kapitola 2 a 3 jsou zpracovány dle [Janíček, P.; Ondráček, E.; Vrbka, J.; Burša, J.
Mechanika těles. Pružnost a pevnost I . Skriptum VUT Brno]. 
Prut v pružnosti a pevnosti je teoretickým modelem reálného tělesa z hlediska napjatosti
a deformace a je modelem nejjednoduššího typu. Jelikož budeme předpokládat, že prostorový
rám bude splňovat prutové předpoklady, vymezíme je hned v úvodu.
2.1 Prutové předpoklady
2.1.1 Geometrické prutové předpoklady:
a) Prut je určen křivkou γ, tzv. střednici,  a v každém bodě  střednice příčným  
průřezem ψ, který obsahuje všechny body tělesa, ležící v normálové rovině. 
Průsečík γ s ψ je geometrickým těžištěm T průřezu ψ, obr. 1.
b) Střednice je spojitá a hladká křivka konečné délky.
c) Příčný průřez je spojitá jedno nebo vícenásobně  souvislá oblast, ohraničená  
obrysem a charakterizovaná charakteristikami příčného průřezu.
d) Délka střednice je řádově minimálně stejně velká jako největší rozměr příčného
průřezu.
2.1.2 Vazbové a zatěžovací prutové předpoklady:
a) Vazby omezují jen posuvy a úhly natočení střednice.
b) Zatížení je soustředěno na střednici, tj. silovým působením na prut jsou 
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2.1.3 Deformační prutové předpoklady:
a) Střednice prutu  zůstává v procesu deformace spojitá a hladká.
b) Příčné průřezy zůstávají v průběhu deformace zase příčnými průřezy, tj. 
Zachovávají  si  rovinnost  a  kolmost  k deformované střednici.  Příčné průřezy se  
podle charakteru zatěžování:
- vzájemně oddalují a deformují (Obr. 2a) – tah
- vzájemně přibližují a deformují (Obr. 2b) – tlak
- natáčení kolem osy ležící v ψ a deformují se (Obr. 2c) – ohyb
- natáčejí kolem osy kolmé k ψ a deformují se (Obr. 2e) – krut
- posouvají se bez deformace (Obr. 2d) – smyk
2.1.4 Napjatostní prutové předpoklady:
Napjatost  prutu je určena normálným  a smykovým napětím v příčném průřezu  
(Obr.  53).  Je  to  zvláštní  typ  napjatosti,  kterou  budeme  označovat  jako  prutovou  
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2.2 Klasifikace prutů 
Tělesa, která budeme z hlediska pružnosti a pevnosti řešena jako pruty, vykazují velkou
různorodost a lze je členit podle různých hledisek.
2.2.1 Hledisko modelovosti 
- pruty ideální – u nichž se předpokládá splnění všech prutových předpokladů
- pruty, jako výpočtové modely těles. Jsou formulovány podmínky 
použitelnosti, které vymezují, kdy lze těleso považovat za prut a kdy lze jako teorii 
pro řešení problémů PP použít prostou pružnost prutů.  
2.2.2 Hledisko geometrie prutu
a) Podle křivosti prutu
- pruty přímé, obr. 3a
- pruty křivé - rovinné - střednice je rovinná křivka, obr. 3b
- prostorové - střednice je prostorová křivka, obr. 3c
Obr. 3
b) Podle uzavřenosti střednice
- otevřené - střednice prutu je taková křivka, že prut lze rozdělit na 
dva prvky řezem určeným právě jedním bodem střednice, 
 obr. 4a
- uzavřené - (n-krát) - střednice prutu je taková křivka, že prut lze  
rozdělit na dva řezem určeným právě (n + 1) body střednice,  
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c) Hledisko hladkosti střednice
- pruty s hladkou střednicí, např. obr. 3b, 4a, b, c
- pruty s konečným počtem bodů nespojitosti v hladkosti střednice, přičemž:
- v místě nespojitosti není zaručena vzájemná pohyblivost 
prvků – jsou to tzv. rámy, na obr.5a je rám otevřený, na obr. 
5b rám uzavřený
- v místech nespojitosti je zaručena vzájemná pohyblivost 
prvků, obr. 5c
Obr. 5
d) Podle poměru charakteristického rozměru příčného průřezu k poloměru 
křivosti střednice prutu
-  pruty slabě zakřivené - na dané rozlišovací úrovni lze napětí a 
deformaci řešit jako u prutů přímých, na obr. 6a je  
otevřený, slabě zakřivený prut, na obr. 6b uzavřený
-  pruty silně zakřivené - rovinnost řezů zůstává zachována, napjatost a  
deformaci ale nelze řešit jako u prutů přímých. Na  





Fakulta strojního inženýrství 2. Prut v pružnosti a pevnosti
e) Podle proměnnosti průřezu podél střednice
-  konstantního průřezu - tvar i rozměry příčného průřezu se podél 
střednice nemění, obr. 7a
-  proměnného průřezu - tvar nebo rozměry příčného průřezu se podél  
střednice mění spojitě, obr. 7b
- v malé části střednice se výrazně mění průřez  
(vruby), obr. 7c
- skokem, obr. 7d
Obr. 7
f) Podle tvaru příčného průřezu
- pruty elementární (kruh, čtverec, obdélník, šestihran, …), obr. 7a
 -  profily - pruty, jejichž příčný průřez je normovaný – jedná se např. O 
válcované profily typu I, U, Z, T, obr. 8a, b 
- pruty obecného příčného průřezu, obr. 8c
Obr.8
g) Podle natáčení průřezu podél střednice
-  nešroubový - charakteristické osy příčného průřezu se podél střednice
- natáčejí
- nenatáčejí - prut konstantního průřezu (-prizmatický)
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h) Podle symetrie střednice a příčného průřezu 
- nesymetrické, obr. 10a, b
- symetrické podle jedné nebo více os, obr. 10c až f




- pruty vázané - staticky určitě uložené, obr. 11a
- staticky neurčitě uložené, obr. 11c, d
Obr. 11
2.2.4 Hledisko zatížení
- pruty zatížené jednoduše
- pruty zatížené kombinovaně
2.2.5 Hledisko vazeb mezi stupně prostorovosti geometrie a prostorovosti deformace
- pruty rovinné geometricky i deformačně, obr. 5b 
- pruty rovinné geometricky a prostorové deformačně (rošty), obr. 5c
- pruty prostorové geometricky i deformačně, obr. 5d
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3. Zakřivené a lomené pruty
Zakřivený  prut  je  prut,  jehož  střednice  je  spojitá  a  hladká  křivka.  Lomený  prut  je
charakteru prutu, jehož střednice je spojitá, ale po částech hladká křivka. Tyto části mohou
být  přímé nebo zakřivené. Lomený prut má proto konečný počet  zlomů  – tedy bodů,  kde
derivace střednice jako křivky není spojitá, obr. 12.
Obr. 12
3.1 Pravidla pro řešení lomených prutů
V souladu s výkladem v odstavci 2.1 je třeba si  uvědomit, že v okolí zlomu nejsou
splněny prutové předpoklady, takže okolí zlomu nelze analyzovat a řešit na základě prosté
pružnosti a prutů. Chceme-li přesto řešit lomený prut jako prut, pak: 
1. Využíváme Saint Venantův princip a jako prut řešíme pouze části 
dostatečně vzdálené od míst zlomů, obr. 13a.
2. Můžeme se zabývat jen takovými lomenými pruty, u nichž součet zlomy 
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3. Na  základě  zkušeností,  odhadů,  experimentů  a  zhodnocení  obecnějších  
výsledků  musíme formulovat silově  deformační  závislost  pro každý zlom,  
jako doplněk k prutovým předpokladům. Na úrovni prutů I se obvykle 
omezujeme na dva limitní předpoklady, a to:
- tuhý zlom, pro který se předpokládá, že úhel tečen ke střednici ve 
zlomu zprava a zleva se při deformaci zachovává, obr. 14a.
- kloub, pro který se předpokládá Mi = 0. Je to tedy spojení rotační 
kinematickou dvojicí. V tomto případě je vhodné považovat prut za dva 
pruty vzájemně spojené kinematickou dvojicí, obr. 14b.
Obr. 14
Zachování úhlu střednice ve zlomu znamená, že limitní okolí zlomu se nedeformuje





W IW IIW Z=W IW II
… energie napjatosti ve zlomu (1)
ψ = konst





kde Wi je obecně energie napjatosti částí mezi dvěma zlomy.
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Z uvedeného a z výkladu o volných zakřivených prutech vyplývá:
- napětí jsou určena ve všech bodech střednice s výjimkou okolí zlomů, kde 
se na úrovni pružnosti prutů I napjatost neurčuje. 




 kde γ je střednice prutu
λ je měrná energie napjatosti
- protože je úloha lineární a W není u tuhých těles zlomů těmito zlomy 
ovlivněna,  je  vhodné určovat  deformační  parametry využitím Castiglianovy  
věty. 
3.2 Algoritmus řešení
Algoritmus řešení je shodný pro přímé i zakřivené a lomené pruty. Proto uvedeme jen
několik poznámek, které jsou samozřejmé, ale je třeba si je uvědomit.
1. Střednice  je  obecně  zakřivená,  proto u  veličin  vyjádřených  integrálem,  
je za integrálem místo dx výraz ds.
2. Má-li střednice zlomy a místa přechodů z přímých do zakřivených 
částí, integrujeme po částech.
3. Musíme zvážit a rozhodnout, zda zakřivený prut budeme řešit jako 
slabě nebo silně zakřivený.
Deformační parametr  δp  (posuv ve směru působící  síly F,  úhel natočení  
ve smyslu momentu M – obecně  označme F, M výrazem P) určíme u silně  





2⋅E⋅S  s⋅e⋅R ∫
M o s ⋅N  s
2⋅E⋅S  s ⋅R ds∫
N 2 sds
2⋅E⋅S  s ∫
⋅T 2 sds
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4. Vyjde-li nebezpečné místo ve zlomu, musíme si uvědomit, že je to místo 
v blízkosti zlomu, zleva nebo zprava ve smyslu Saint Venantova principu.
5. Zakřivené pruty mohou být otevřené i uzavřené. Uzavřené pruty jsou 
vždy staticky neurčité.
6. Při určování složek VVÚ u otevřených prutů platí:
a) jestliže mají pruty volný konec, prvky pro určování VVÚ 
uvolňujeme od volného konce, obr. 16.
b) u oboustranně vázaných,staticky určitě uložených prutů, 
musíme nejprve z rovnic statické rovnováhy při úplném uvolnění  
prutu určit stykové výslednice, obr. 17, tedy obdobný postup jako u 
přímých prutů.
Obr. 16 Obr. 17
c) u staticky neurčitě uložených prutů postupujeme zcela obdobně
jako u staticky neurčitě uložených přímých prutů. Jediná odlišnost je
ve způsobu prutu na intervaly při použití Castiglianovy věty – nový 
interval se zavádí v místě nespojitosti hladkosti střednice a v místě 
přechodu přímého do zakřiveného prutu.
7) u staticky neurčitě  uložených  otevřených  prutů  se  částečné uvolnění  
obvykle realizuje uvolněním vazeb ze základního tělesa, obr. 18A. V tomto 
případě s využitím Castiglianovy věty je nutné dodržovat tuto zásadu: 
- ve vztazích pro složky VVÚ vystupující v energii napjatosti se musí 
stykové výslednice vyjádřit  jako funkce té stykové výslednice,  podle  
které se derivuje energie napjatosti. Toto vyjádření se provádí z rovnic 
rovnováhy.
Pro ilustraci v v příkladu na  obr. 18A se musí stykové výslednice  
FAx vystupující ve vztazích pro jednotlivé ohybové momenty vyjádřit z 
momentové podmínky rovnováhy jako funkce stykové výslednice FAy,  
podle níž se derivuje W.
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Obr. 18
Je-li prut lomený , může se uvolňovat řezy vedenými tuhým 
zlomem, jak je naznačeno na obr. 18B. Vazbová deformační podmínka 
pak popisuje zachování úhlu v tuhém zlomu, což bude splněno, když  
úhel natočení φ1 v místě C u vodorovné části bude roven úhlu natočení  
φ2 vertikální části prutu. Z této podmínky se stanoví moment MC a z  
podmínek rovnováhy jednotlivých částí prutu pak stykové výslednice. 
8) U uzavřeného prutu znamená částečné uvolnění obecně uvolnění tolika 
řezy, aby vznikl otevřený prut.
Vazbová  deformační  podmínka  pak  vyjadřuje  zachován  spojitosti  a  
hladkosti střednice prutu v řezech vedených mimo tuhé zlomy, což znamená, 
že relativní posuvy ur1,2 , vr1,2 , wr1,2  a relativní úhly natočení φr1,2 ,φrk1,2 
uvolněných konců 1, 2  střednice musí být nulové. Z těchto podmínek se určí 
složky VVÚ vložené do uvolňovacího řezu, obr. 19A.
V případě lomeného prutu je možno částečné uvolnění realizovat tak, že 
se uvolňovací řezy vedou tuhými zlomy, čímž se obdrží přímé nebo zakřivené
části prutu. Vazbová deformační podmínka pak vyjadřuje zachování spojitosti 
střednice a úhlů tuhého zlomu v řezech vedených tuhými zlomy. Tento případ 
částečného uvolnění je ilustrován na obr. 19B.
9) Volný uzavřený prut je vhodné částečně  uvolnit zavedením vetknutí,  
obr. 19C. Deformační podmínky pak mají tvar:
uC = 0, wC = 0, φC= 0 (6)
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Realizace  vazbových  deformačních  podmínek  vyjadřujících  nulovost  
“relativních“ (případ na  obr. 19A) nebo “absolutních“ (případ na  obr. 19C)  
posuvů, resp. úhlů natočení střednice v místě uvolňovacího řezu je naprosto 
stejná.
Obr. 19
10) U zakřivených a lomených prutů se vyskytuje jednoduché namáhání jen 
ve zvláštních případech. Převážně se jedná o namáhání kombinované. Řešit  
zakřivený nebo lomený prut, namáhaný kombinovaně, jako případ 
jednoduchého namáhání je možné v těch případech, u nichž některá složka  
VVÚ je dominantní a ostatní tedy nepodstatné.
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3.3 Využití vlastností symetrie prutů 
Při řešení prutů se často setkáváme s pruty, které jsou:
- symetrické geometricky (G) [tvar střednice, funkce φ(S)]
- symetrické materiálově (M)
- symetrické vazbově (V)
a jsou symetricky nebo antimetricky zatíženy, obr. 20.
Obr. 20
V první případě je prut z hlediska PP úplně symetrický (symetrie všech PP vlastností),
ve druhém případě je symetrie jen částečná, protože orientace silového působení je opačná -
nesymetrická, neboli antimetrická. Stručně budeme tyto pruty označovat:
- symetrický prut
- antimetricky zatížený symetrický prut
Tyto  pruty lze  samozřejmě  řešit  podle obecného  postupu,  který by uveden.  Využití
symetrie však může:
- značně snížit operační složitosti řešení (ale za cenu nutných úvah o symetrii a 
antimetrii).
- být taky bezprostřední a jednoduchou kontrolou výpočtu, jestliže symetrický  
nebo antimetrický případ řešíme obecným postupem.
To jsou důvody, proč je nutné důsledky symetrie a antimetrie detailněji analyzovat a
pochopit.
Při  analýzách  symetrie  a  antimetrie   budeme  pracovat  se  složkami  VVÚ  v  řezu
obsahujícím osu symetrie. Označíme-li uvolňovací řez ω a rovinu symetrie ψ, pak v případě,
že   ω  =   ψ,  označíme  složky VVÚ indexem  ψ,  abychom je  odlišili  od  složek VVÚ v
libovolném řezu. Pro složky v řezu  ω =  ψ tedy platí:
VVÚ = {Nψ, Tψ, Moψ, Mkψ }.
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Obdobně, jak rozlišujeme symetrické a antimetrické vnější síly, můžeme zavést i pojem
symetrické  a  antimetrické  VVÚ.  Na  obr.  21 jsou  zakresleny  složky  VVÚ,  které  splňují
požadavek “vzájemného působení“ v levé a pravé částí prutu odděleného řezem ω . Složky
VVÚ lze tedy členit na:
- symetrické složky VVÚ: N, Moy, Moz
- antimetrické složky VVÚ: Ty, Tz, Mk
Obr. 21
Jako úvod k problematice využití symetrie a antimetrie si zopakujeme známe případy
průběhu VVÚ u prutů, dle obr. 22. Pro nenulové složky VVÚ je:
- při symetrickém zatížení Moψ ≠ 0, Tψ = 0 (7)
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Lze  tedy  konstatovat,  že  při  symetrickém  zatížení  je  na  ose  symetrie  nenulová
symetrická složka VVÚ (Moψ) a nulová antimetrické složka (Tψ). Při antimetrickém zatížení je
tomu naopak.
Obecný rozbor problematiky je pro rovinný prut schématicky znázorněn a  obr. 23. V
prvním  sloupci  jsou  zakresleny  orientace  složek  (VVÚ)ψ tak,  jak  odpovídá  axiómu  o
vzájemném působení silových parametrů v příčných průřezech uvolněných řezem ω. Ve 2.
sloupci jsou orientace složek (VVÚ)ψ tak, jak by vyžadovala symetrie  ve třetím sloupci, jak
by vyžadovala antimetrie vnějších silových působení.
Obr. 23
Z vyobrazení je zřejmé, že:
-  složky Nψ,  Moψ  mohou z hlediska své  orientace  současně  splňovat  požadavek  
vzájemného působení a požadavek antimetrie jen tehdy, budou-li nulové.
- složky Tψ, Mkψ mohou z hlediska své orientace splňovat současně požadavek 
vzájemného působení a požadavek symetrie jen tehdy, budou-li nulové.
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Uvedený  rozbor  je  možno  zobecnit  na  prostorový  prut  a  vyslovit  tato  důležitá
konstatování:
- u symetrie prutu působí v řezu vedeném osou symetrie zatížení pouze symetrické 
složky (VVÚ)ψ, tj. Nψ, Moψ. Složky Tψ, Mkψ jsou nulové.
-  u  antimetrie  prutu  působí  v  řezu  vedeném  osou  antimetrie  zatížení  pouze  
antimetrické složky (VVÚ)ψ, tj. Tψ, Mkψ. Složky Nψ, Moψ jsou nulové.
Složky (VVÚ)ψ, které působí v řezu obsahujícím osu symetrie (antimetrie) zatížení lze
tedy rozdělit na:
a) složky vyplývající z vlastností symetrie, resp. antimetrie zatížení a ty odpovídají 
splnění vazbových deformačních podmínek.
b)  složky,  které se určují  výpočtem vazbových deformačních  podmínek v řezu,  
kterým částečně uvolňujeme (označíme je SV).
Přehled těchto složek pro rovinný rám, rošt (rovinný rám se zatížením na rovinu rámu) a
pro  prostorový  rám,  které  mají  jednu  osu  symetrie,  je  uveden  v  této  tabulce.  Grafické
znázornění těchto případů je na obr. 24.
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Obr. 24
Pro  ilustraci  částečného  uvolňování  s  využitím  vlastnosti  symetrie  jsou  na  obr.  25
zakresleny rovinné rámy s jednou a dvěma osami symetrie.
Jsou zde uvedeny příslušné vazbové deformační podmínky a počat veličin SV, aby
vyniklo snížení výpočtové složitosti oproti výpočtu složek (VVÚ)ψ  při  obecném částečném
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4. Zadání konkrétního příkladu
Určete bezpečnost prostorového rámu zatíženého dle  obr. 26. Rám je vyroben z  
oceli 11 373.0. Předpokládejte lineárně elastický, izotropní materiál. 
Obr. 26
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5. Analytické řešení
5.1 Určení pohyblivosti rámu
Konstrukce  z  hlediska  určení  bezpečnosti  splňuje  podmínky  prostorového
symetrického rámu. K základnímu tělesu je rám vázán dvěma nepohyblivými vazbami (ςi =
6). Z kinematického hlediska je rám uložen nepohyblivě se šesti omezenými deformačními
parametry:
i = iv - ( ∑ ςi – η ) = 6 – (6 + 6 – 6) = 0
5.2  Úplné uvolnění rámu, obr. 28:
Obr. 28
5.3 Statický rozbor
1. Zvolení souřadnicového systému.
2. Určení a rozbor soustavy pi a piR
Množina neznámých nezávislých parametrů:
NP={F P x , F P y , F P z , M P x , M P y , M P z , F Q x , F Q y , F Q z , M Q x , M Q y , M Q z}
3. Klasifikace soustavy piυ, určení použitelných podmínek statické rovnováhy


=∪R={ F 1 , F 2 , F P , M P , F Q , M Q}
obecná prostorová soustava ⇒=FM=33=6 (9)
s=µ=126=6 ⇒ úloha je šestkrát staticky neurčitá. (10)
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Rám je z geometrického, materiálového, vazbového hlediska symetrický a také zatížení
je symetrické podle osy  o, proto  jsou složky VVÚ  Ty, Tz, Mk   v místě řezu nulové. Toho s
výhodou využijeme při  určování  zbývajících  neznámých složek VVÚ.  Získáme tak úlohu
třikrát staticky neurčitou, viz obr. 29.
NP = {NA, MAy, MAz}
Obr. 29
5.4 Určení výsledných vnitřních účinků v ose symetrie
VVÚ v obecných bodech střednice určíme z podmínek statické rovnováhy uvolněných
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Prvek Ω1:
Obr. 31
x1 = < 0 ; l1 >
 Ω1: N1 (x1) = NA (11) Mk1 (x1) = 0 (14)
Ty1 (x1) = 0 (12) Moy1 (x1) = MAy (15)
Tz1 (x1) = 0 (13) Moz1 (x1) = MAz (16)
Prvek Ω2:
Obr. 32
x2 = < l1 ; l1 + l2 >
 Ω2: N2 (x2) = NA (17) Mk2 (x2) = 0 (20)
Ty2 (x2) = - F1 (18) Moy2 (x2) = MAy (21)
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Prvek Ω3:
Obr. 33
x3 = < 0 ; l3 >
 Ω3: N3 (x3) = 0 (23) Mk3 (x3) = MAz - F1 . l2 (26)
Ty3 (x3) = - F1 (24) Moy3 (x3) = MAy +  NA . x3 (27)
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x4 = < 0 ; l4 >
 Ω4: N4 (x4) = - F1 (30) Mk4 (x4) = MAy + NA . l3 (33)
Ty4 (x4) = - NA (31) Moy4 (x4) = - F1 . l3 (34)
Tz4 (x4) = 0 (32) Moz4 (x4) = MAz - F1 . l2 - NA . x4 (35)
Vzhledem k  tomu,  že  
l
d >> 10  je  podstatnou,  z  hlediska  určení  deformace,  pouze
energie napjatosti namáhání ohybem a krutem.
Neznámé  složky  VVÚ  NA, MAy,  MAz v  ose  symetrie  (viz.  obr.  30)  určíme  z
deformačních podmínek v bodě A:
uA = 0, φAy = 0, φAz = 0
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zjednoduší se nám rovnice (36) na tvar:
u A=∫
0






























































































































































Stejným způsobem bychom řešili i další dvě rovnice:
Ay=∫
0



















































































































































































































































F 1⋅l 1⋅l 2
E⋅J z

F 1⋅l 2⋅l 3
G⋅J p

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Vzhledem k složitosti soustavy byl pro její řešení použit program Maple 10. Po zadání
všech  známých  veličin  a  vztahů  pro  výpočet  osových  kvadratických  momentů,  polárního









jsme získali výsledky neznámých složek VVÚ v ose symetrie:
NA = -2,2 Nm
MAy = 1,3 Nm
MAz = 10,6 Nm
5.5 Grafické znázornění složek  VVÚ:
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- y-ová složka ohybového momentu Moy
Obr. 36
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5.6 Výsledné vnitřní účinky v nebezpečných místech rámu
Červenými body na obr. 35-37 jsou znázorněna nebezpečná místa rámu. Byly vybrány
v souladu s výkladem v odstavci 3.1. VVÚ v nebezpečných místech rámu obdržíme tak, že
budeme postupně dosazovat meze z intervalů x1, x2, x3, x4 do rovnic (47) až (67) , podle toho,
kde který bod leží. 
A: MkA = 0 Nm (47)
MoyA = MAy = 1,3 Nm (48)
MozA = MAz = 10,6 Nm (49)
B: MkB = 0 Nm (50)
MoyB = MAy = 1,3 Nm (51)
MozB = MAz – F1 . (l1 - l1) = 10,6 – 50 . (0,3 – 0,3) =  10,6 Nm (52)
C1: MkC1 = 0 Nm (53)
MoyC1 = MAy = 1,3 Nm (54)
MozC1 = MAz – F1 . (l1 + l2 – l1) = 10,6 – 50 . (0,3 + 0,3 – 0,3) = - 4,4 Nm (55)
C2: MkC2 = MAz – F1 . l2 = 10,6 - 50 . 0,3 = - 4,4 Nm (56)
MoyC2 = MAy + NA . 0 =  1,3 + (-2,2) . 0 = 1,3 Nm (57)
MozC2 = - F1 . 0 = - 50 .  0 = 0 Nm (58)
D1: MkD1 = MAz – F1 . l2 = 10,6 – 50 . 0,3 = - 4,4 Nm (59)
MoyD1 = MAy + NA . l3 = 1,3 + (-2,2) . 1 = - 0,9 Nm (60)
MozD1 = - F1 . l3 = - 50 . 1 = - 50 Nm (61)
D2: MkD2 = MAy + NA . l3 = 1,3 + (-2,2) . 1 = - 0,9 Nm (62)
MoyD2 = - F1 . l3 = - 50 . 1 = - 50 Nm (63)
MozD2 = MAz – F1 . l2 = 10,6 – 50 . 0,3 = - 4,4 Nm (64)
E: MkE = MAy + NA . l3 = 1,3 + (-2,2) . 1 = - 0,9 Nm (65)
MoyE = - F1 . l3 = - 50 . 1 = - 50 Nm (66)
MozE = MAz – F1 . l2 – NA . L4 = 10,6 – 50 . 0,3 - (-2,2) . 0,8 = - 2,64 Nm (67)
5.7 Výsledný  kroutící  moment  a  výpočet  celkového  ohybového  momentu  v  
nebezpečných místech rámu.





=1,3 210,62= 10,7 Nm (69)





=1,3210,62= 10,7 Nm (71)
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=1,324,4 2= 4,6 Nm (73)





=1,320 2= 1,3 Nm (75)





=0,9 250 2=50 Nm (77)





=50 24,4 2=50,2 Nm (79)





=50 22,64 2=50,1 Nm (81)












































































= 0 MPa (87)
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5.9 Výpočet  maximálních normálných a smykových napětí  v nebezpečných místech
rámu
Nejprve určíme součinitele koncentrace napětí v nebezpečných místech rámu. Jelikož
rám nebyl zadán z geometrického hlediska úplně, volil jsem rádiusy ve zlomech a ve vetknutí
s ohledem na možnou výrobu a také na snížení maximálního napětí.
Obr. 38
Určení součinitelů koncentrace napětí
- krut ve vetknutí:




Fakulta strojního inženýrství 5. Analytické řešení
- krut ve zlomu:
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- ohyb ve vetknutí:
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- ohyb ve zlomu:
Obr. 42 [Janíček, P.; Ondráček, E.; Vrbka, J.; Burša, J. Mechanika těles. Pružnost a pevnost I.
Skriptum VUT Brno]
Součinitele koncentrace napětí odečteme z jednotlivých grafů:








20=0,3 => α1 = 1,18





20 =0,3 => α2 = 1,85








20= 0,3 => α3 = 1,32




20= 0,3 => α4 = 1,65
Určení maximálních napětí v kořenech vrubů:
A: Amax=Anom= 13,6 MPa (96)
Amax=Anom= 0 MPa (97)
B: Bmax=Bnom= 13,6 MPa (98)
Bmax=Bnom= 0 MPa (99)
C1: C1 max=C1 nom⋅4=5,9⋅1,65= 9,9 MPa (100)
C1 max=C1 nom⋅2=0⋅1,85= 0 MPa (101)
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C2: C 2 max=C2 nom⋅4=1,7⋅1,65= 2,8 MPa (102)
C 2 max=C2 nom⋅2=2,8 ⋅1,85=5,2 MPa (103)
D1: D1 max=D1 nom⋅4=63,7⋅1,65= 105,1 MPa (104)
D1 max=D1 nom⋅2=2,8 ⋅1,85=5,2 MPa (105)
D2: D2 max=D 2 nom⋅4=63,7⋅1,65=105,1 MPa (106)
D2 max=D 2 nom⋅2=0,6 ⋅1,85=1,1 MPa (107)
E: E max=E nom⋅3=63,7⋅1,32=84,7 MPa (108)
E max=E nom⋅1=0,6⋅1,18=0,7 MPa (109)
5.10 Výpočet  redukovaných  napětí  v  nebezpečných  místech  rámu  podle  podmínky
plasticity HMH




= 13,623⋅0 2=13,6 MPa (110)









=9,923⋅0 2=9,9 MPa (112)









=105,123⋅5,2 2=105,5 MPa (114)




=105,1 23⋅1,1 2= 105,1 MPa (115)




=84,723⋅0,7 2= 84,7 MPa (116)
5.11 Výpočet bezpečnosti v nebezpečných místech rámu


















































Výsledná  hodnota  součinitele  bezpečnosti  je  nejmenší  z  uvedených  hodnot,  tedy
k=k D1=2,1 ,  resp.  k=k D2=2,1 .  Pro  běžné  aplikace  lze  tento  součinitel  považovat  za
vyhovující. 
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6. Výsledky numerického řešení
Pro určení deformace rámu a ověření výsledků analytického řešení jsem použil program
ANSYS 10.0. Při  ověřování správných výsledků jsem srovnával nominální redukovaná napětí
v kritických místech rámu získaná analytickým způsobem s výsledky numerického řešení. V
tomto programu je pro řešení prutových úloh určen prvek BEAM 188. Jelikož však prutové
prvky neberou v potaz součinitele koncentrace napětí, je další výpočet redukovaného napětí
prováděn pouze s nominálními normálnými a smykový složkami napětí.
6.1 Numerické řešení
 
A: Ared= 15,8 MPa (124)
B: Bred= 15,8 MPa (125)
C1: C1 red=3,1 MPa (126)
C2: C 2 red=3,1 MPa (127)
D1: D1 red= 63,6 MPa (128)
D2: D2 red=63,7 MPa (129)
E: E red=63,9 MPa (130)
- výsledky numerického řešení jsou uvedeny též v příloze.











=13,623⋅0 2=13,6 MPa (132)




=5,9 23⋅0 2=5,9 MPa (133)









=63,723⋅2,8 2=63,9 MPa (135)




=63,723⋅0,6 2= 63,7 MPa (136)
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=63,723⋅0,6 2=63,7 MPa (137)
6.3 Porovnání výsledků analytického a numerického řešení 
     
Výsledné redukované napětí z
analytického řešení (bez vlivu
koncentrace napětí) [MPa]










Tab. 1 - výsledná napětí
6.4 Hodnoty deformačních parametrů
     








Tab. 2 – deformační parametry
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7. Závěr
Cíle této bakalářské práce byly tři. 
1. provést napěťovou analýzu rámu
2. určit bezpečnost rámu vůči meznímu stavu pružnosti
3. prověřit deformace rámu, zda vyhovují podmínkám lineárnosti úlohy
ad1) Abychom mohli provést napěťovou analýzu, museli jsme nejprve určit neznámé
parametry pomocí Maxwell-Mohrovy varianty Castiglianovy věty,  přičemž se vycházelo z
teorie pro staticky neurčité zakřivené a lomené pruty. Využili jsme také vlastností symetrie
rámu. Rám byl namáhán kombinací ohybu a krutu, bylo proto nutné určit redukovaná napětí v
nebezpečných  místech  rámu,  abychom  určili  bezpečnost  rámu.  Nebezpečná  místa  byla
vybrána s ohledem na zlomy a vetknutí, kde dochází ke koncentraci napětí.
ad2) Pro  určení  bezpečnosti  rámu  vůči  meznímu  stavu  pružnosti  jsme  použili
redukovaná  napětí  dle  podmínky plasticity  HMH,  ve  kterých  byly  zahrnuty  i  součinitele
koncentrace napětí.  Z výsledků,  kdy minimální součinitel bezpečnosti je roven k = 2,1, je
možné usuzovat, že rám zůstane při zatížení v elastické oblasti.
ad3) Zjištění deformací je nutné k tomu, abychom vyloučili  případnou geometrickou
nelinearitu úlohy.  Poněvadž nedošlo v žádném místě  k natočení o víc než 0,04 rad (≈  2,5
stupně), můžeme konstatovat, že úloha splnila podmínky lineárnosti. 
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9. Seznam použitých zkratek a symbolů
(v pořadí dle výskytu v textu)
ψ … příčný průřez prutu
γ … střednice prutu
W, WI, WII … energie napjatosti [J]
Wz … energie napjatosti ve zlomu [J]
λ … měrná energie napjatosti [J m-3]
δp … deformační parametr
Mo … ohybový moment [Nm]
N … normálná síla [N]
T … posouvající síla [N]
E … Youngův modul pružnosti v tahu [Pa]
S … plocha příčného průřezu [m2]
G … modul pružnosti ve smyku [Pa]
u, v, w … posuv v ose x, y, z [m]
φ, φk … natočení podél osy ohybového momentu, x [rad]
ω, ω1, ω2, ω3, ω4 … řezy
Nψ … normálná síla v rovině symetrie [N]
Tψ … posouvající síla v rovině symetrie [N]
Moψ … ohybový moment v rovině symetrie [Nm]
Mkψ … kroutící moment v rovině symetrie [Nm]
Mk … kroutící moment [Nm]
Moy … ohybový moment v ose y [Nm]
Moz … ohybový moment v ose z [Nm]
ςi … počet stupňů volnosti odebraných vazbou
i … počet stupňů volnosti vázaného tělesa
iv … počet stupňů volnosti volného tělesa
η … počet deformačních parametrů omezených stykovými
     vazbami
υ … počet nezávislých podmínek
υF … počet silových statických podmínek
υM … počet momentových statických podmínek
NP … množina neznámých nezávislých parametrů
FPx, FQx … síla v bodě P, Q působící ve směru osy x [N]
FPy, FQy … síla v bodě P, Q působící ve směru osy y [N]
FPz, FQz … síla v bodě P, Q působící ve směru osy z [N]
MPx, MQx … moment v bodě P, Q působící v ose x [Nm] 
MPy, MQy … moment v bodě P, Q působící v ose y [Nm] 
MPz, MQz … moment v bodě P, Q působící v ose z [Nm] 
pi … silová soustava
piR … momentová soustava
s … stupeň statické neurčitosti
Ty, Tz … posouvající síla působící ve směru osy y, z [N]
NA … normálná síla působící v bodě A [N]
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MAy, MAz … složky ohybového momentu MA [Nm]
Ω1, Ω2, Ω3, Ω4 … uvolněné prvky 
l1, l2, l3, l4 … délky rámu [m]
N1, N2, N3, N4 … normálné síly [Nm]
Ty1, Ty2, Ty3, Ty4 … posouvající síly působící v ose y [N]
Tz1, Tz2, Tz3, Tz4 … posouvající síly působící v ose z [N]
Mk1, Mk2, Mk3, Mk4 … kroutící momenty v ose xL [Nm]
Moy1, Moy2, Moy3, Moy4 … kroutící momenty v ose yL [Nm]
Moz1, Moz2, Moz3, Moz4 … kroutící momenty v ose zL [Nm]
d … průměr příčného průřezu rámu [m]
F1, F2 … působící síly [N]
x1, x2, x3, x4 … délky řezů  ω1, ω2, ω3, ω4 [m]
uA … posuv v bodě A ve směru osy x [m]
φAy, φAz … natočení v bodě A ve směru osy y, z [rad]
Jp … polární moment [Nm]
Jy, Jz … kvadratický moment [Nm]
µ … Poissonova konstanta [-]
MkA, MkB, MkC1, MkC2,
MkD1, MkD2, MkE … kroutící moment v nebezpečných místech [Nm]
MoyA, MoyB, MoyC1, MoyC2,
MoyD1, MoyD2, MoyE   … složky ohybového momentu v nebezpečných místech [Nm]
MozA, MozB, MozC1, MozC2,
MozD1, MozD2, MozE … složky ohybového momentu v nebezpečných místech [Nm]
MoA, MoB, MoC1, MoC2,
MoD1, MoD2, MoE … ohybový moment v nebezpečných místech [Nm]
σA nom, σB nom, σC1 nom, σC2 nom, 
σD1 nom, σD2 nom, σE nom … normálné nominální napětí v nebezpečných místech [Pa]
τA nom, τB nom, τC1 nom, τC2 nom, 
τD1 nom, τD2 nom, τE nom … smykové nominální napětí v nebezpečných místech [Pa]
Wo … energie napjatosti namáhání ohybem [J]
Wk … energie napjatosti namáhání krutem [J]
α1, α2, α3, α4 … součintelé koncentrace napětí [-]
σA max, σB max, σC1 max, σC2 max, 
σD1 max, σD2 max, σE max … normálné maximální napětí v nebezpečných místech [Pa]
τA max, τB max, τC1 max, τC2 max, 
τD1 max, τD2 max, τE max … smykové maximální napětí v nebezpečných místech [Pa]
σA red α, σB red α, σC1 red α, σC2 red α, 
σD1 red α, σD2 red α, σE red α … redukované napětí v nebezpečných místech [Pa]
kA, kB, kC1, kC2, kD1,
kD2, kE … bezpečnosti v nebezpečných místech, [-]
σA red, σB red, σC1 red, σC2 red, 
σD1 red, σD2 red, σE red … redukované napětí v nebezpečných místech, bez vlivu
     koncentrace napětí [Pa]
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Seznam příloh
- výsledky
1. příloha numerických výpočtů MKP
2. příloha CD
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Příloha numerických výpočtů
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E:
Obr. 47
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D1, D2:
Obr. 51
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D1, D2:
Obr. 55
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